
ͳتنیدگ درهم

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳوحیدکریم

١۴٠۴ بهمن ١١

مقدمه ١

که چرا است، بیشتر نیز ͳنه برهم از آن اهمیت است. ͳکوانتوم Έانی΋م کننده تعیین ͳویژگ واق΄ در و ͳویژگ ترین مهم ͳتنیدگ هم در Έش بدون

شیوه آن Έکم به بل΋ه است ͳکوانتوم رایانش ͳاصل سبب تنها نه ͳتنیدگ درهم که دانیم ͳم امروز دارد. وجود هم Έکلاسی امواج در ͳنه برهم

در نیست. این تنها اما است. هم از دور های ناظر یا نقاط بین ͳهمبستگ ͳنوع معنای به ͳتنیدگ درهم کرد. دگرگون ͳکل به نیز را اطلاعات مخابره

ͳهمبستگ از ͳنوع دهنده نشان ͳتنیدگ درهم و نیست ͳتنیدگ درهم وجود معنای به ͳهمبستگ نوع هر که ایم داده نشان بل نامساوی به مربوط فصل

ͳنم را آن های ریشه و شناسیم، ͳنم را ͳتنیدگ درهم هنوز بΎوییم که است این درست نیست. توصیف قابل ͳموضع متغیرهای توسط هرگز که است

کدام و هستند تنیده هم در هایی حالت چه که بΎوییم توانیم ͳم کنیم. توصیف را آن ͳکوانتوم Έانی΋م چارچوب همین در توانیم ͳم اما دانیم.

خصلت این توانیم ͳم دیΎری عبارت به زیاد، یا است کم حالت Έی ͳتنیدگ درهم بΎوییم و برداریم بیشتر گام Έی توانیم ͳم ͳحت نیستند. ها

برای گذشته دهه چند در که ͳکوشش هست. بسیاری فرق آمیخته و خالص های حالت بین گیری اندازه این در که دید خواهیم بΎیریم. اندازه را

در درازی ͳخیل راه هنوز و نیافته پایان البته رفته کار به ،ͳبخش چند های حالت بخصوص ،ͳکوانتوم های حالت ͳتنیدگ درهم به بخشیدن سامان

به سپس و کنیم ͳم بحث آمیخته، های حالت و خالص های حالت نخست ها، حالت نبودن یا بودن تنیده درهم باره در درس این در است. پیش

پردازیم. ͳم ͳتنیدگ درهم اندازه

١



خالص های حالت ͳتنیدگ درهم ٢

صورت به را آن نتوان هرگاه گوییم ͳم ١ تنیده درهم را |ψ⟩AB ͳیعن سیستم این حالت بردار گیریم. ͳم درنظر B و A دوبخش از متش΋ل ͳسیستم

ͳیعن نوشت آن های زیربخش از مجزا حالت بردار دو تانسوری ضرب

|ψ⟩AB ̸= |ψ⟩A ⊗ |ψ⟩B . (١)

B اگر ͳحت را B بخش زیر بعدی های گیری اندازه و شده بردارحالت تقلیل باعث عموماً A ِ بخش پذیرهای مشاهده گیری اندازه ͳحالت درچنین

شود. ͳم نامیده ͳکوانتوم ͳهمبستگ ویا ناموضعیت ،ͳتنیدگ درهم ِ خاصیت این کنند. ͳم متاثر باشد داشته A از ای فضاگونه فاصله

. دادند ارایه بوهم وبعدها وروزن ͳ΋پودولس اینشتین، ، شرودینگر بار نخستین را تنیده درهم حالت Έی معروف مثال

زیراست: ش΋ل به شود ͳم تعریف دوحالته های سیستم برای و مشهوراست بل حالت یا EPR زوج به که مثال این نهایی ش΋ل

|ψ+⟩ = 1√
2
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩) (٢)

حالت سه توان ͳم حالت براین علاوه هسته)است. یا ال΋ترون اسپین فوتون، قطبش ها( زیرسیستم از ͳ΋ی پایه حالت دو دهنده نشان 1 و 0 درآن که

هستند: موسوم بل پایه به و دهند ͳم تش΋یل ذره دو فضای برای بهنجار پایه Έی فوق حالت با همراه که کرد ͳمعرف دیΎر

|ψ+⟩ =
1√
2
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩)AB

|ψ−⟩ =
1√
2
(|0, 0⟩ − |1, 1⟩)AB

|ϕ+⟩ =
1√
2
(|0, 1⟩+ |1, 0⟩)AB

|ϕ−⟩ =
1√
2
(|0, 1⟩ − |1, 0⟩)AB . (٣)

گویند. ͳم ٢ ماکزیمال تنیده درهم های حالت اصطلاحاً را ها حالت این

به نفر دو نزد دوذره این که کنیم ͳم فرض کنیم. ͳم زیرتوجه مطلب به دارند ماکزیمال ͳکوانتوم ͳهاهمسبتگ حالت چرااین که این فهم برای

نهاده اشتراک به آنها بین فوق چهارحالت از Έی کدام که بفهمد خواهد ͳم تنهایی به A حال باشد. شده گذاشته اشتراک به باب و آلیس های نام

با: برابراست گیری اندازه این مقدارمتوسط گیرد. ͳم اندازه ⃗̂n درجهت را خود ذره اسپین کاراو این برای است. شده

⟨ψ|1
2
σ⃗ · n⃗⊗ I|ψ⟩ = tr(

1

2
σ⃗ · n⃗ρA) (۴)

entangled١

maximally entangled٢

٢



درآن که

ρA := trB(|ψ⟩⟨ψ|AB) (۵)

اندازه برای شده انتخاب جهت از مستقل درنتیجه . ρA = I
2 که دهد ͳم نشان ساده محاسبه Έی است. آلیس نزد ذره به مربوط ͳالΎچ ماتریس

زیرسیستم های گیری دراندازه ͳاطلاعات نوع هیچ که معناست این به امر این آورد. ͳم بدست برابرباصفر را مقدارمتوسط آلیس توسط اسپین گیری

Έی تنها است. صادق نیز باب برای امر همین کند. تعیین را است باب و او دراختیار که را ͳحالت تنهایی به تواند ͳنم او و ندارد وجود آلیس

با دراینجا بنمایاند. باب و آلیس به را حالت نوع تواند ͳم ، σz ⊗ σz و σx ⊗ σx پذیرهای مشاهده گیری اندازه نظیر ͳغیرموضع گیری اندازه

ͳهمبستگ در تنها اطلاعات و دهد ͳنم بدست سیستم کل درمورد ͳاطلاعات نوع هیچ بزرگ سیستم Έی اجزاء مطالعه که هستیم مواجه ای پدیده

کنیم. ͳم یاد ͳتنیدگ درهم به ازآن که است نهفته دوسیستم بین ͳغیرموضع

آمیخته حالتهای ٣

Έبای بل΋ه بردارحالت Έبای نه دوذره این حالت صورت دراین باشند. تر بزرگ سیستم Έی از جزیی خود باب و آلیس نزد دوذره که است مم΋ن

ِ صورت به دوذره این ͳالΎچ ماتریس هرگاه شود. ͳم مشخص ͳالΎچ ماتریس

ρAB = ρA ⊗ ρB (۶)

خاصیت این که این برای ندارد. وجود ذره دو بین ͳهمبستگ نوع هیچ حالت دراین اند. پذیرقرارگرفته جدایی حالت Έدری دوذره گوییم ͳم باشد

ازمشاهده را m مقدار اول ذره اینکه احتمال بΎیریم. اندازه B و A ذره ازدو ترتیب به را O′ و O پذیر مشاهده دو که کنید فرض ببنیم وضوح به را

با برابراست دهند نشان ازخود O′ پذیر مشاهده رااز n مقدار دوم ذره و O پذیر

PAB(m,n) := tr(Pm ⊗ P ′
nρAB) (٧)
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ͳزیرم نتیجه به ردˈ محاسبه و بالا دررابطه ρAB فرم باقراردادن هستند. n و m نتایج به مربوط تصویرگر عملΎرهای ترتیب به P ′
n و Pm درآن که

رسیم

PAB(m,n) = PA(m)PB(n), (٨)

دهد ͳم نشان رابطه این .PB(n) برای ͳمشابه باتعریف آید، بدست m مقدار A ذره روی گیری دراندازه که است آن احتمال PA(m) درآن که

ش΋ل به پذیر جدایی های حالت از ترکیبی ͳالΎچ ماتریس که کنیم ͳم فرض حال ندارد. وجود دوذره بین ͳهمبستگ نوع هیچ حالت دراین که

ͳیعن باشد زیر

ρAB =
∑
i

piρ
i
A ⊗ ρiB , (٩)

محاسبه باتکرارهمان باشند. ذره دو برای ͳالΎچ های ماتریس از ای مجموعه ρiB و ρiA و احتمالات از مجموعه Έی {pi} مجموعه درآن که

حالت دراین که یابیم ͳدرم بالا

PAB(m,n) =
∑
i

piP
i
A(m)P i

B(n), (١٠)

.P i
B(n) برای ͳمشابه باتعریف است، ρiA درحالت که ͳوقت دهد Oنشان ازخاصیت mرا Aمقدار ذره اینکه بااحتمال برابراست P i

A(m) درآن که

با برابراست دهد نشان ازخود را m خاصیت A ذره اینکه احتمال  ،ͳشرایط چنین تحت

PA(m) =
∑
n

PA,B(m,n) =
∑
i,n

piP
i
A(m)P i

B(n) =
∑
i

piP
i
A(m), (١١)

آوریم ͳم بدست مشابه طریق به ایم. کرده استفاده
∑

n P
i
B(n) = 1 رابطه از درآن که

PB(m) =
∑
m

PA,B(m,n) =
∑
i,m

piP
i
A(m)P i

B(n) =
∑
i

piP
i
B(n). (١٢)

حالت دراین که است ΀واض

PA,B(m,n) ̸= PA(m)PB(n), (١٣)

ایجاد ͳ΋کلاسی های آزمایش با توان ͳم واقعا را (١٠) رابطه در شده داده نشان های ͳهمبستگ آیا . دارد وجود ͳهمبستگ Έی دوذره بین ͳیعن

در شده داده نشان های جعبه آن در که دهد ͳم نشان را ͳآزمایش (١) ش΋ل کنیم. ͳم توجه ساده مثال دو به است. مثبت سوال این ΁پاس کرد؟

۴



صورت این در نامیم. ͳم باب و آلیس را شخص دو این شود. ͳم داده قرار هم از دور شخص دو اختیار در شده داده نشان احتمالات با ش΋ل

شود: ͳم محاسبه زیر صورت به بیاورند، بدست را مشخص های رنگ با های توپ باب و آلیس که این احتمال

PAB(blue,blue) =
1

3

PAB(red, red) =
2

3

PAB(red,blue) = 0

PAB(blue, red) = 0. (١۴)

است. باب و آلیس گیری اندازه احتمالات بین ͳبستگ هم دهنده نشان که

گیری اندازه نتایج بین ͳهمبستگ معنای به واقعا فوق روابط که دهید نشان باب و آلیس توسط گیری اندازه احتمالات محاسبه با تمرین: n

است. باب و آلیس

P1 =
1
3

P2 =
2
3

از ͳ΋ی از ͳتصادف صورت به کدام هر باب و آلیس شده. داده باب و آلیس به شده داده نشان احتمالات با شده، داده نشان های جعبه :١ ش΋ل

است. ͳهمبستگ Έی دارای باشد، ͳرنگ چه از دارند ͳبرم که هایی توپ که این احتمال دارند. ͳبرم را توپی آنهاست اختیار در که هایی جعبه

است. شده محاسبه درس متن در ͳهمبستگ این

زیر صورت به ͳقبل احتمالات صورت این در آوریم. نظر در شده تصویر (٢) ش΋ل در که آنچه با مطابق را تری پیچیده وضعیت توانیم ͳم

شوند: ͳم محاسبه

PAB(blue,blue) = (
1

8
× 0) + (

1

8
× 1) + (

1

4
× 3

4
× 1

2
) + (

1

2
× 1

4
× 1

2
) =

9

32

۵



PAB(red, red) = (
1

8
× 1) + (

1

8
× 0) + (

1

4
× 1

4
× 1

2
) + (

1

2
× 3

4
× 1

2
) =

11

32

PAB(red,blue) = (
1

8
× 0) + (

1

8
× 0) + (

1

4
× 1

4
× 1

2
) + (

1

2
× 3

4
× 1

2
) =

7

32

PAB(blue, red) = (
1

8
× 0) + (

1

8
× 0) + (

1

4
× 3

4
× 1

2
) + (

1

2
× 1

4
× 1

2
) =

5

32
. (١۵)

گیری اندازه نتایج بین ͳهمبستگ معنای به واقعا فوق روابط که دهید نشان باب و آلیس توسط گیری اندازه احتمالات محاسبه با تمرین: n

است. باب و آلیس

P4 =
1
2

P3 =
1
4

P1 =
1
4

P2 =
1
8

از ͳ΋ی از ͳتصادف صورت به کدام هر باب و آلیس شده. داده باب و آلیس به شده داده نشان احتمالات با شده، داده نشان های جعبه :٢ ش΋ل

است. ͳهمبستگ Έی دارای باشد، ͳرنگ چه از دارند ͳبرم که هایی توپ که این احتمال دارند. ͳبرم را توپی آنهاست اختیار در که هایی جعبه

است. شده محاسبه درس متن در ͳهمبستگ این

کردن مخلوط از ͳناش که هستند Έکلاسی های ͳهمبستگ شده، ایجاد های ͳهمبستگ که بینیم ͳم ها مثال این ͳبررس با و ترتیب این به

حالت Έی باید نیز را (9) حالت که است دلیل این به هستند. (9) رابطه با مطابق ͳ΋کلاسی بااحتمالات پذیر جدایی های حالت از ای مجموعه

ͳم آمیخته) یا (خالص ͳکل صورت به ها حالت ͳتنیدگ درهم برای زیر تعریف به ترتیب این به نامید. ͳتنیدگ یادرهم ͳکوانتوم ͳهمبستگ فاقد

رسیم:

است. تنیده درهم حالت Έی نوشت، (٩) صورت به را آن نتوان که ͳبخش دو حالت Έی تعریف: n

۶



تشخیص این خیر؟ یا هست (٩) نوع از ρAB مثل دلخواه شده داده حالت Έی آیا که دهیم تشخیص ͳبراحت توانیم ͳم آیا که است این سوال حال

عنوان به شود. ͳنم تعریف حاصلضربی ͳالΎچ های ماتریس از محدبی جم΄ صورت به ͳالΎچ ماتریس Έی ازابتدا زیرا نیست. آسان وجه هیچ به

درنظرگرفت توان ͳم را زیر ͳالΎچ ماتریس مثال

ρAB = a|ψ+⟩⟨ψ+|+ b|ϕ+⟩⟨ϕ+| = 1

2



a a

b b

b b

a a


, (١۶)

ͳم صدق a+ b = 1 درشرط̃ که هستند ͳمثبت اعداد b و a که دانیم ͳم ضمناً .|ϕ+⟩ و |ψ+⟩ ِ ماکزیمال تنیده درهم دوحالت از است ͳمخلوط که

صادرکرد. ͳقاطع ح΋م آن ͳتنیدگ درهم درباره بتوان که نیست معلوم بنابراین و بسیاردشوارباشد است مم΋ن (9) ش΋ل به حالت این تجزیه کنند.

کرد: تجزیه زیر صورت به را ͳالΎچ ماتریس این توان ͳم باشد، a = b = 1
2 اگر اما

ρAB =
1

4



1 1

1 1

1 1

1 1


=

1

4
(I + σx ⊗ σx) (١٧)

صورت به را بالا رابطه توان ͳم اما نیست. ͳالΎچ ماتریس Έی σx زیرا است پذیر جدایی حالت Έی حالت این که دهد ͳنم نشان هنوز رابطه این

کرد ͳبازنویس زیر

ρAB =
1

2

(I + σx
2

⊗ I + σx
2

+
I − σx

2
⊗ I − σx

2

)
(١٨)

است. ͳالΎچ ماتریس Έی 1
2 (I ± σx) زیرا است، شده نوشته پذیر جدایی حالت Έی صورت به واقعا ρAB حالت دهد، ͳم نشان که

است. پذیر جدایی حالت Έی ρAB حالت است، a = b = 1
2 که ͳوقت برای که دهیم نشان توانستیم خطا و ͳسع با و ͳاتفاق طور به شاید اما

دلخواه، ابعاد در ͳیعن ͳکل حالت در کرد. قضاوت آمیخته حالت Έی پذیری جدایی باره در توان ͳم چΎونه ͳکل حالت در که است این سوال

که است چیزی آنها نخستین است. شده حاصل هایی پیشرفت اما است. نشده کشف آن برای ͳمشخص راه هنوز و است دشوار العاده فوق کار این

٧



صورت به که کرد کشف ͳالΎچ ماتریس Έی پذیری جدایی برای را ͳلازم شرط ۴ پرز اشرر ١٩٩٨ درسال شود. ͳم نامیده ٣ پرز ملاک امروزه

شود: ͳم زیربیان

است مثبت ماتریس Έی آن جزیی ترانهاده حتماً پذیرباشد جدایی ͳالΎچ ماتریس Έی اگر :(١٩٩٨ (پ̥رِز پذیری ملاک جدایی n

صورت به را ρ اگر شود: ͳم تعریف چنین ردˈ این ͳریاض ش΋ل به هاست. زیرسیستم از ͳ΋ی روی ترانهاده عمل اعمال ۵ جزیی ترانهاده منظوراز

بنویسیم زیر

ρAB =
∑
i

ai ⊗ bi (١٩)

آنگاه

ρTB

AB :=
∑
i

ai ⊗ bTi . (٢٠)

نیستند. ͳالΎچ ماتریس هاخود bi و ها ai زیرا نیست ͳالΎچ ماتریس پذیربودن جدایی معنای به (20) رابطه که کنید دقت

زیرنوشت: صورت به را آن توان ͳم بنابرتعریف باشد، ρAB اگر پرز: قضیه اثبات n

ρAB =
∑
i

piρ
i
A ⊗ ρiB . (٢١)

بود: زیرخواهد صورت به آن جزیی ترانهاده درنیتجه

ρ(AB)TB =
∑
i

piρ
i
A ⊗ ρiB

T
. (٢٢)

کنیم: ͳم استفاده مهم ͳول ساده خاصیت سه از حال

است، مثبت نیز آن ترانهاده است، مثبت ρiB ماتریس چون الف:

است، مثبت ماتریس Έی مثبت ماتریس دو تانسوری ضرب ب:

است. مثبت ماتریس Έی نیز ͳنامنف باضرایب مثبت دوماتریس جم΄ ج:

است. مثبت ماتریس Έی ρTB

AB ماتریس که گیریم ͳم نتیجه خاصیت سه ازاین
Peres Criteria٣

Asher Peres۴

partial transpose۵
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SEP با را پذیر جدایی های حالت مجموعه اگر شوند. ͳم خوانده PPT های حالت اصطلاحاً ۶ مثبت ترانهاده های حالت تعریف: n

رابطه ͳکل حالت در که دهد ͳم نشان پرز قضیه آنگاه دهیم، نشان

SEP ⊂ PPT, (٢٣)

معمولا ها حالت این تشخیص هست. هم تنیده درهم حال عین در که است مثبت ترانهاده حالت Έی ρ حالت (٣) ش΋ل در است. برقرار

نقض را بل نامساوی چه اگر ها حالت این که است شده ثابت نامیم. ͳم ٧ مقید تنیده درهم های حالت را ها حالت این است. دشوار بسیار

نیست. تغلیظ قابل ها حالت این ͳتنیدگ درهم که است شده ثابت چنین هم داد. انجام ͳکوانتوم فرابرد ها آن با توان ͳنم اما کنند، ͳم

کرد. خواهیم ͳمعرف درس همین در را ͳتنیدگ درهم تغلیظ مفهوم

SEP

PPT
ρ

داریم: 2× 3 و 2× 2 های بعد در تنها و SEP ⊂ PPT ͳکل حالت در است. محدب مجموعه Έی نیز PPT های حالت مجموعه :٣ ش΋ل

.SEP = PPT

2×3 و 2×2 بعد با های سیستم برای که اند داده نشان ها ͳهورودک خوشبختانه . ͳکاف ونه است لازم شرط Έی پِرِز شرط که کنیم دقت باید

درهم مقادیری چه ازای به پذیرو جدا b یا a از مقادیری چه ازای به (16) مثل ͳحالت که بΎوییم توانیم ͳم شرط بااین هست. هم ͳکاف شرط این

Positive Partial Transpose۶

Bound Entangled State٧
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از است عبارت آید ͳم بدست دوبعدی های بلوک تمام کردن باترانهاده که ρ ماتریس جزیی ترانهاده که دانیم ͳم بالا مثال درمورد است. تنیده

ρ =
1

2



a b

b a

a b

b a


, (٢۴)

ρAB ͳالΎچ ماتریس درنتیجه است. ͳمنف ماتریس Έی a = b = 1
2 بجز a مقادیر تمام ازای به که a+ b, a+ b, a− b, a− b مقادیر ویژه با

دوحالت از مساوی ͳمخلوط دهد ͳم نشان که ظاهرش عیرغم a = 1
2 ازای به و است تنیده درهم حالت Έی دهنده نشان a ̸= 1

2 هرمقدار ازای به

تجزیه نیز زیر ش΋ل به را ͳالΎچ ماتریس حالت دراین توان ͳم که است امرآن این علت ندارد. ͳتنیدگ درهم نوع هیچ است ماکزیمال تنیده درهم

کرد:

ρAB =
1

2

(I + σx
2

⊗ I + σx
2

+
I − σx

2
⊗ I − σx

2

)
(٢۵)

های تجزیه ͳالΎچ ماتریس Έی برای که بینیم ͳم ترتیب این به هست. پذیرنیز جدا کاملا̈ حالت دو از ͳمخلوط حالت این دهد ͳم نشان که

این به نیاز بدون که است درهمین نیز پِرِز قضیه اهمیت بسیاردشوارباشد. تواند ͳم حالت Έی صریح تجزیه باشد. داشته وجود تواند ͳم ͳگوناگون

کند. ͳم ح΋م آن ام΋ان درباره تجزیه

جدا حالت آن که بΎیریم نتیجه حتما توانیم ͳم بود مثبت ͳالΎچ ماتریس Έی جزیی ترانهاده اگر ͳیعن است؟ طرفه دو قضیه Έی پرز قضیه آیا

بودن مثبت و است طرفه دو قضیه این 2 × 3 و 2 × 2 ابعاد در که شده داده نشان اما است. ͳمنف دلخواه ابعاد برای سوال این ΁پاس است؟ پذیر

است. آمیخته حالت Έی پذیری جدا برای ͳکاف و لازم شرط ͳجزئ ترانهاده

ͳتنیدگ هم در شاهدهای ۴

این به علاقمند که ای خواننده است. ͳتنیدگ درهم به مربوط های پژوهش در پویا و مهم موضوعات از ͳ΋ی ٨ ͳتنیدگ درهم شاهدهای موضوع

Έی صوری فرم با هرگاه پردازیم. ͳم مفهوم این کلیات ͳمعرف به فقط جا این در کند. مراجعه مربوطه ͳپژوهش مقالات به تواند ͳم باشد موضوع

Entanglement Witness٨
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باره در قط΄ طور به پرز ملاک از استفاده با توانیم ͳم باشد d1d2 ≤ 6 شرط که ͳصورت در شویم،  روبرو d2 و d1 ابعاد با ͳبخش دو ͳکوانتوم حالت

Έی بودن تنیده درهم یا بودن جداپذیر باره در توانیم ͳم چΎونه صورت این غیر در که است این سوال کنیم. قضاوت آن نبودن یا بودن جداپذیر

حالت Έی بودن جداپذیر باره در ͳمشخص های گیری اندازه با توانیم ͳم چΎونه که است این دیΎر مهم سوال Έی چنین هم کنیم. قضاوت حالت

شده ͳتنیدگ درهم شاهد نام به ͳمفهوم پیدایش به منجر که است ͳسوالات ها این کنیم. قضاوت داریم سروکار آنها با آزمایشΎاه در که ذرات از

،ͳتنیدگ درهم شاهد واق΄ در کنیم. ͳم ͳمعرف را ͳتنیدگ درهم شاهد ͳبخش دو های سیستم برای فقط و زیاد اختصاص به بخش این در است.

حالتدرهم این آیا که دهد ͳم نشان شده روییΈحالتداده آن متوسط محاسبه خواصمشخصاستکه با ͳریاض عملΎر یΈنوع

آن گیری اندازه که مشخصاست پذیر مشاهده Έی ͳتنیدگ درهم شاهد که است این گزاره این ͳاهΎآزمایش معنای نه. یا است تنیده

به توانیم ͳم مقدمات این از بعد نه. یا هستند تنیده درهم ذرات این آیا که کند ͳم تعیین شده داده ذرات جفت از ای مجموعه روی

ͳتمام فضای در پذیر جدای حالتهای ی مجموعه که است این کنیم ͳم توجه آن به که ای نکته نخستین بپردازیم. ͳتنیدگ درهم شاهد دقیق تعریف

است. محدب مجموعه Έی ها حالت

است. محدب مجموعه Έی پذیر جدایی های حالت مجموعه که دهید نشان تمرین: n

SEP

ρsep = ∑
i

Pi ρi ⊗ σi

بالا ابعاد در محدب های مجموعه البته است. محدب مجموعه Έی که دهد ͳم نشان را جداپذیر های حالت مجموعه رنگ قرمز ناحیه :۴ ش΋ل

باشند. داشته ای پیچیده ͳخیل اش΋ال توانند ͳم

١١



Έی S هرگاه است. چنین آن ساده صورت که است ٩ هان‐باناخ قضیه به موسوم ͳریاض قضیه Έی کنیم ͳم توجه آن به که ای نکته دومین

باشد: برقرار زیر شرط که ساخت چنان F : X −→ R مثل ͳخط ͳتابع توان ͳم آنگاه باشد، X مجموعه Έی در محدب مجموعه زیر

F (x) > 0, ∀ x ∈ S. (٢۶)

برای باشد. ͳخط نیز آن به نسبت و داشته ͳبستگ ρAB حالت به که باشد ͳتابع بایست ͳم تابع این کرد؟ استفاده ای قضیه چنین از باید چΎونه

باشیم، داده بسط ها ماتریس از ی΋ه متعامد پایه Έی در را ͳالΎچ ماتریس که کنید فرض نویسیم. ͳنم را AB های اندیس بعد به این از ͳسادگ

زیر: مثل

ρ =
∑
i,j

ρijΓi ⊗ Γj . (٢٧)

بود: خواهد زیر صورت به F ͳخط تابع ش΋ل ترین ͳکل صورت این در

F (ρ) =
∑
i,j

wijρij (٢٨)

کرد: ͳبازنویس زیر صورت به را ͳخط تابع این توان ͳم کنند. ͳم تعریف را F تابع که هستند ͳبسط ضرایب ها wij آن در که

F (ρ) = tr(Wρ) (٢٩)

آن در که

W =
∑
i,j

wijΓi ⊗ Γj

تابع این محاسبه خواهیم، ͳم که آنجا از نوشت. F (ρ) = tr(Wρ) صورت به توان ͳم را F (ρ) مثل ͳخط تابع هر بنابراین است. عملΎر Έی

چنان F تابع که خواهیم ͳم باشد. پذیر مشاهده Έی دهنده نشان که گیریم ͳم ͳهرمیت عملΎر Έی را W باشد، داشته نیز ͳاهΎآزمایش تعبیر Έی

کل که باشد ای ابرصفحه دهنده نشان F = 0 معادله که خواهیم ͳم واق΄ در باشد. داشته ͳمثبت مقدار پذیر جدایی های حالت تمام روی که باشد

تابع خواهیم ͳم چنین هم باشد. شده واق΄ آن طرف Έی در پذیر جدایی های حالت مجموعه و باشد کرده تقسیم قسمت دو به را ها حالت فضای

تابع هرگاه که معنا این به رسیم ͳم مشخص ملاک Έی به صورت این در باشد. داشته ͳمنف مقدار هم ها حالت از ͳبعض برای که باشد چنان F

این با .(۵) ش΋ل بΎیریم، توانیم ͳنم ͳخاص نتیجه شد، مثبت تابع مقدار اگر البته است. تنیده درهم ما حالت که هستیم مطمئن بود، ͳمنف F (ρ)

رسیم: ͳم ͳتنیدگ درهم شاهد Έی دقیق تعریف به مقدمات

Hahn-Banach٩
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حالت همه روی اولا است: زیر شرط دو دارای که است W مثل ͳهرمیت عملΎری ،ͳتنیدگ درهم شاهد Έی :ͳتنیدگ درهم شاهد تعریفِ n

تمام روی که نیست عملΎری ͳیعن هست. هم ͳمنف های مقدار ویژه دارای حتما ثانیا، است. ͳنامنف آن متوسط مقدار پذیر جدایی های

داریم: دیΎر بیان به باشد. مثبت فضا

tr(Wρ) ≥ 0 ∀ρ ∈ SEP,

∃ |v⟩ ∈ HA ⊗HB ⟨v|W |v⟩ < 0. (٣٠)

گیرد ͳم ͳوسیع تحقیقات مجموعه در را اش ΁پاس البته سوال این کنیم. پیدا یا بسازیم ͳتنیدگ درهم شاهد چΎونه که است این ͳاصل سوال حال

تعریف به دیΎر بار Έی شروع برای کنیم. ͳم اشاره ها پژوهش این ͳکل نتایج از ͳبعض به فقط درس این در است. جریان در نیز اکنون هم که

داریم: احتیاج تعریف Έی به نخست کنیم. ͳم نگاه ͳتنیدگ درهم شاهد

باشد: زیر خاصیت دارای گاه هر است مثبت بلوکه W عملΎر Έی ١٠ بلوکه‐مثبت عملΎر تعریف: n

⟨a, b|W |a, b⟩ ≥ 0 ∀ |a⟩ ∈ HA |b⟩ ∈ HB . (٣١)

عملΎر ͳتنیدگ درهم شاهد Έی که بΎوییم توانیم ͳم تعریف این به توجه با است. مثبت ضربی های حالت تمام روی مثبت بلوکه عملΎر بنابراین

نیست. مثبت فضا تمام روی که است ͳمثبت بلوکه

است. معادل ͳتنیدگ درهم شاهد از ͳقبل تعریف با تعریف این که دهید نشان تمرین: n

Έی E : L(Hd)
+ −→ L(Hd)

+ که کنید فرض کنیم. اثبات و بیان را ͳتنیدگ درهم شاهدهای باره در ͳاساس قضیه Έی خواهیم ͳم حال

دهیم: ͳم تش΋یل را نگاشت این چوی ماتریس حال نباشد. مثبت کاملا که باشد مثبت نگاشت

CE := d(I ⊗ E)(|ϕ+⟩⟨ϕ+). (٣٢)

ͳول مثبت نگاشت Έی هرگاه که کند ͳم بیان قضیه این است. ͳتنیدگ درهم شاهد Έی فوق نگاشت با متناظر چوی ماتریس قضیه: n

بسازیم. W = CE صورت به ͳتنیدگ درهم شاهد Έی توانیم ͳم حتما باشیم، داشته E مثل مثبت کاملا نه

کاملا E نگاشت که ایم گفته ابتدا از زیرا دارد که است ͳبدیه البته که دارد ͳمنف مقدار ویژه Έی W که کنیم ثابت باید نخست اثبات: n

سپس داشت. ͳنم ͳمنف مقدار ویژه و شود ͳم مثبت نیز آن به وابسته چوی ماتریس بود، مثبت کاملا نگاشت این اگر واق΄ در نیست. مثبت

Block-Positive١٠
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مثل ماتریس است ͳکاف منظور این برای است. صفر یا مثبت آن انتظاری ارزش پذیر جدایی ͳالΎچ ماتریس هر برای که کنیم ثابت باید

که کنیم ثابت خواهیم ͳم بنابراین هاست. ماتریس نوع این از محدبی ترکیب پذیر جدایی ͳالΎچ ماتریس هر زیر کنیم. انتخاب را a× b

داریم ،ρ = a⊗ b ماتریس هر برای

tr(W (a⊗ b)) ≥ 0.

نویسیم: ͳم کار این برای

tr(W (a⊗ b)) = tr(|i⟩⟨j| ⊗ E(|i⟩⟨j|)(a⊗ b)) = ⟨j|a|i⟩tr(E(|i⟩⟨j|)b)

= ajitr(E(|i⟩⟨j|)b) = tr(E(aT )b). (٣٣)

توجه نکته این به جا این در است. مثبت عملΎر Έی نیز E(a) پس است،  مثبت نگاشت Έی نیز E و هستند مثبت b و a که آنجا از اما

ͳیعن است. صفر یا مثبت مقداری همواره آنها حاصلضرب رد اما نیست، مثبت الزاماً مثبت عملΎر دو حاصلضرب چه اگر که کنیم ͳم

شود. ͳم ثابت قضیه ترتیب این به .tr(E(a)b) ≥ 0

واق΄ در کردیم، ثابت که ای قضیه که است این هم اش دلیل است. تر عمیق هم این از مثبت های نگاشت و ͳتنیدگ درهم شاهدهای ارتباط اما

است. مثبت کاملا نه ͳول مثبت نگاشت Έی به وابسته چوی ماتریس حتما ͳتنیدگ درهم شاهد هر که معنا این به است دوطرفه قضیه Έی

است. مثبت کاملا نه ͳول مثبت نگاشت Έی به وابسته چوی نگاشت ͳتنیدگ درهم شاهد هر قضیه: n

E : L(Hd)
+ −→ L(Hd)

+ نگاشت Έی حتماً که کنیم ثابت خواهیم ͳم است. ͳتنیدگ درهم شاهد Έی W که کنید فرض اثبات: n

.W = CE که ͳقسم به دارد وجود

کند، ͳم عمل فضا دو تانسوری ضرب روی که است عملΎری W که دانیم ͳم سازیم. ͳم صریح صورت به را E نگاشت کار این برای

دهیم بسط زیر صورت به توانیم ͳم را عملΎر این .W ∈ L(Hd)⊗ L(Hd) ͳیعن

W =
∑
i,j

|i⟩⟨j| ⊗ ŵij (٣۴)

حال کنند. ͳم اثر دوم فضای روی که هستند هایی عملΎر ŵij و هستند Hd فضای پایه بردارهای {|i⟩ i = 1, 2, · · · d} آن در که

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به را E نگاشت

E(|i⟩⟨j|) := ŵij . (٣۵)

١۴



داشت: خواهیم روابط این به توجه با کنیم. تعریف پایه های ماتریس روی را نگاشت است ͳکاف که است ͳکاف که کنید دقت

W =
∑
i,j

|i⟩⟨j| ⊗ ŵij =
∑
i,j

|i⟩⟨j| ⊗ E(|i⟩⟨j|) = d(I ⊗ E)|ϕ+⟩⟨ϕ+| (٣۶)

است. E نگاشت به مربوط چوی ماتریس واقعا W دهد ͳم نشان که

شود. ͳم برقرار مثبت کاملا نه ͳول مثبت های نگاشت و ͳتنیدگ درهم شاهدهای بین Έی به Έی تناظر Έی ترتیب این به

Entangled States

SEP

F(ρ) = 0

ρ1

ρ2

ρ3

حالت آن باشد، ͳمنف ͳالΎچ ماتریس Έی روی F اگر کند. آش΋ار را حالت Έی ͳتنیدگ درهم تواند ͳم فقط ͳتنیدگ درهم شاهد Έی :۵ ش΋ل

باشد پذیر جدایی یا ρ2 مثل باشد تنیده هم در تواند ͳم مربوطه حالت باشد، داشته ͳمثبت مقدار F اگر اما .ρ1 حالت مثل است، تنیده درهم حتما

.ρ3 مثل

پذیر تجزیه شاهدهای و پذیر تجزیه های نگاشت ١ . ۴

ͳم ١١ پذیر تجزیه نگاشت Έی را Φ مثل مثبت نگاشت Έی کنیم. ͳم ͳمعرف را مثبت نگاشت Έی پذیر تجزیه نام به ͳمهم مفهوم بخش این در

نوشت: زیر ش΋ل به بتوان را آن اگر نامیم

Φ = E1 + E2 ◦ T (٣٧)

Decomposable Map١١
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Entangled States

SEP

Tr(Wρ) = 0

+

-

Optimal Witness

است. مماس پذیر جدایی های حالت محدب مجموعه بر آن به مربوط ΀سط ابر که است شاهدی بهینه، شاهد Έی :۶ ش΋ل

وجود W مثل پذیر تجزیه شاهد Έی پذیر،  تجزیه نگاشت این با متناظر است. ترانهاده نگاشت T و مثبت کاملا̈ های نگاشت E2 و E1 آن در که

نشان Q و P با ترتیب به را E2 و E1 های نگاشت به مربوط چوی ماتریس هرگاه شود: ͳم ساخته نگاشت این به مربوط چوی ماتریس از که دارد

که دهد ͳم نشان ساده محاسبه Έی دهیم، 

W =
[
I ⊗ E1 + I ⊗ (E2) ◦ T

]
(|ϕ+⟩⟨ϕ+|) = P + (I ⊗ T )Q = P +QΓ (٣٨)

اصطلاح به یا باشد، مثبت آن ͳجزئ ترانهاده که ρ ͳالΎچ ماتریس هر برای ترتیب این به است. Q عملΎرِ ١٢ جزيی ترانهاده معنای به QΓ آن در که

داشت: خواهیم ρ ∈ PPT ͳالΎچ ماتریس هر

Tr(Wρ) = Tr(Pρ) + Tr(QΓρ) = Tr(Pρ) + Tr(QρΓ) ≥ 0. (٣٩)

دهند، تشخیص توانند ͳنم را ها حالت نوع این و دارند ͳمثبت مقدار PPT های حالت همه روی شاهدها نوع این که است این رابطه این معنای

داد نشان توان ͳم که است این اش دلیل گوییم ͳم سخن ͳتنیدگ درهم ͳنوع از که این هستند. ͳتنیدگ درهم ͳنوع دارای ها حالت این چه اگر

پذیر تجزیه شاهدهای و پذیر تجزیه های نگاشت معنا Έی به نیست. کردن تقطیر قابل و است ١٣ مقید نوع از PPT های حالت ͳتنیدگ درهم

نیستند. ͳتنیدگ درهم قوی شاهدهای آنها، با متناظر

Partial Transpose١٢

Bound Entanglement١٣

١۶



Entangled States

SEP

-
PPT

-

W1 W2

تنیده درهم های حالت نوع این تواند ͳنم و است مثبت PPT های حالت همه روی مقدارش و است پذیر تجزیه شاهد Έی W1 شاهد :٧ ش΋ل

کند. شناسایی را PPT های حالت از ͳبخش تواند ͳم و است ناپذیر تجزیه شاهد Έی W2 شاهد اما کند. شناسایی را

ͳتنیدگ درهم شاهدهای از مثالهایی ٢ . ۴

به وابسته ͳتنیدگ درهم شاهد است. ترانهاده مثبت کاملا نه ͳول مثبت نگاشت از ͳناش ͳتنیدگ درهم شاهدهای از مثال اولین :Έی مثال n

با: است برابر نگاشت این

WT := d(I ⊗ T )(|ϕ+⟩⟨ϕ+) =
∑
i,j

|i, j⟩⟨j, i| =: F (۴٠)

کند: ͳم عمل زیر صورت به دلخواه حالت دو روی عملΎر این است. جایΎشت عملΎر F آن در که

F |ϕ⟩|ψ⟩ = |ψ⟩|ϕ⟩. (۴١)

مثل پذیر جدایی حالت هر برای دلیل همین به

ρsep =
∑
α

pα|ϕα⟩⟨ϕα| ⊗ |ψα⟩⟨ψα|

داشت: خواهیم

Tr(Wρsep) =
∑
α

p⟨ϕα, ψα|F |ϕα, ψα⟩ =
∑
α

pα|⟨ϕα|ψα⟩|2 > 0. (۴٢)
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زیرا دارد، هم ͳمنف مقدر ویژه ͳتنیدگ هم در شاهد این که دانیم ͳم ͳطرف از

W (|ϕ, ψ⟩ − |ψ, ϕ⟩) = −(|ϕ, ψ⟩ − |ψ, ϕ⟩). (۴٣)

ͳتنیدگ درهم محدوده تعیین برای را شاهد این کاربرد توانیم ͳم است. ͳتنیدگ هم در شاهد Έی واقعا W که ایم کرده ثابت ترتیب این به

شود: ͳم تعریف زیر صورت به ورنر حالت Έی ببریم. کار به ١۴ ورنر های حالت

ρw = pρs + (1− p)ρa, (۴۴)

آن در که

ρs =
1

d(d+ 1)
(Id ⊗ Id + F ), ρs =

1

d(d1−)
(Id ⊗ Id − F ) (۴۵)

کند: ͳم پیدا را زیر فرم ورنر حالت d = 2 بعد در هستند. دلخواه بعد در ͳالΎچ های ماتریس

ρw = (
1− p

3
)I2 + (

1 + 2p

3
)|ψ−⟩⟨ψ−, (۴۶)

داریم: ͳکل حالت در است. بل حالت Έی |ψ−⟩ = 1√
2
(|0, 1⟩ − |1, 0⟩) آن در که

Tr(ρwF ) = pTr(ρsF ) + (1− p)Tr(ρaF ) = 2p− 1, (۴٧)

است. تنیده درهم باشد، p < 1
2 که ͳوقت ورنر حالت Έی دهد ͳم نشان که

است: ͳتنیدگ درهم شاهد Έی زیر عملΎر ها، کیوبیت برای :٢ مثال n

W = I −X ⊗X − Z ⊗ Z. (۴٨)

آنگاه باشند، ͳکیوبیت دلخواه حالت دو ρ2 و ρ1 هرگاه که کنیم ͳم دقت نکته این فهمیدن برای

Tr(Wρ1 ⊗ ρ2) = Tr ((I −X ⊗X − Z ⊗ Z)ρ1 ⊗ ρ2) = 1− r′1 · r′2 ≥ 0. (۴٩)

ρ1 ⊗ ρ2 حالت Έی برای که آنجا از هستند. x − z صفحه روی شده گفته حالت دو بلوخ بردارهای تصویر r′2 و r1 آن در که

است. مثبت کمیت این نیست پذیر جدایی حالت هر ͳیعن آنها محدب ترکیب هر برای که گیریم ͳم نتیجه است، مثبت Tr(Wρ1 ⊗ ρ2)

Werner states١۴
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کنیم: ͳم نگاه را عملΎر این ͳماتریس ش΋ل کار این برای هست. ͳمنف مقدار ویژه Έی دارای W عملΎر دهیم نشان که ماند ͳم ͳباق

W =



−1

2 −1

−1 2

−1 0


(۵٠)

است. ͳتنیدگ درهم شاهد Έی W بنابراین است. ͳمنف مقدار ویژه دارای عملΎر این دهد ͳم نشان که

ها کیوبیت برای که دهید نشان تمرین: n

W1 = 1−X ⊗X − Y ⊗ Y − Z ⊗ Z

اما نیست، ͳتنیدگ درهم شاهد Έی

W2 = 1−X ⊗X + Y ⊗ Y − Z ⊗ Z

است. ͳتنیدگ درهم شاهد Έی

است« زیر صورت به حالت این اشمیت تجزیه گیریم. ͳم نظر در را d بعد در دلخواه تنیده درهم حالت Έی مثال: n

d∑
i=1

ai|i, i⟩ ai > 0 ∀ i. (۵١)

کنیم: تعریف توانیم ͳم را زیر تنیده درهم شاهد حال

W = |ϕ⟩⟨phi|Γ =

d∑
i,j=1

aiaj |i, j⟩⟨j, i|. (۵٢)

داریم:

Tr(Wρsep) = Tr(|ϕ⟩⟨ϕ|Γρsep) = Tr(|ϕ⟩⟨ϕ|ρΓsep) = ⟨ϕ|ρΓsep|ϕ⟩ > 0 (۵٣)

W پذیر جدایی های حالت همه روی بنابراین .ρsep > 0 پذیر جدایی های حالت برای هرگاه که است این از ͳناش آخر تساوی که

دهیم ͳم قرار داریم: دارد. نیز ͳمنف مقدار ویژه که دهیم نشان باید باشد، ͳتنیدگ درهم شاهد Έی W که این برای اما است. مثبت

١٩



آوریم: ͳم بدست و |χk,l⟩ = |k, l⟩ − |l, k⟩

W |χk,l⟩ = −akal(|k, l⟩ − |l, k⟩) = −akal|χk,l⟩ (۵۴)

ویژه تا d(d−1)
2 تعداد W واق΄ در دارد. هم ͳمنف مقدار ویژه W که فهمیم ͳم هستند،  مثبت ها ai همه اشمبت تجزیه در که آنجا از و

دارد. ͳمنف مقدار

را ͳتنیدگ درهم میزان مثل(16) ͳحالت برای توان ͳم چΎونه کرد؟ قضاوت آمیخته های حالت برای ͳتنیدگ درهم سنجش درباره باید حال

کرد؟ تعیین a مقدار برحسب

ͳتنیدگ درهم اندازه ۵

ͳتنیدگ درهم میزان توانیم ͳم معیاری و ملاک چه با ببینیم خواهیم ͳم حالا کردیم. بحث حالت Έی نبودن یا بودن تنیده درهم باره در کنون تا

ام΋ان که است باارزش منبع Έی ͳتنیدگ درهم که ایم دریافته اخیر دهه سه در ͳکوانتوم اطلاعات و رایانش پیشرفت با کنیم. مشخص را ها حالت

نیز را منبع این اندازه و ارزش که است ͳطبیع بنابراین سازد. ͳم فراهم نداشتیم آن از تصوری قبلا که ͳل΋ش به را آن پردازش و اطلاعات مبادله

زیر حالت دو از Έی کدام که است این ͳطبیع سوال Έی بنابراین کنیم. مشخص

|ψ1⟩ =
√

3

5
|00⟩+

√
2

5
|11⟩ (۵۵)

و

|ψ1⟩ =
√

2

3
|00⟩+

√
1

3
|11⟩ (۵۶)

ͳم ͳکوانتوم فرابرد درد به نه حالت دو این از کدام هیچ که دانیم ͳم واق΄ در دارد؟ بیشتری ͳتنیدگ هم در گرفته قرار باب و آلیس اختیار در که

حالت چندین اگر شاید اما ندارند. ͳارزش هیچ حالت دو این که گفت توان ͳم اول نگاه در پس کلید. ͳکوانتوم اشتراک درد به نه و خورند

فرایندهای برای دانیم ͳم که کنیم بل های حالت به تبدیل را آنها ͳموضع اعمال با بتوانیم باشیم داشته دست در حالت دو این از کدام هر از ی΋سان

٢٠



و آلیس که است این ما فرض که چرا دهیم، انجام ͳموضع صورت به بتوانیم باید را اعمال این که است این نکته مفیدند. بسیار ͳکوانتوم اطلاعات

وجود آنها اختیار در کبوبیت تا دو هر رو ͳموضع عمل Έی انجام ام΋ان و باشند دور هم از کیلومترها و متفاوت آزمایشΎاه دو در است مم΋ن باب

ͳموضع اعمال با توان ͳم چΎونه که بپردازیم موضوع این به باید ها، حالت ͳتنیدگ درهم میزان باره در سوال به پرداختن از قبل بنابراین ندارد.

پرازیم. ͳم ͳموضع اعمال تعریف به نخست داد. کاهش یا افزایش را ها حالت ͳتنیدگ درهم

اطلاعات Έکلاسی مبادله و ͳموضع ͳکوانتوم اعمال ۶

روی جداگانه کدام هر توانند ͳم دو این باشند، شده گذاشته اشتراک به باب و آلیس بین ذره دو از تنیده درهم های حالت ͳدلخواه تعداد اگر

ͳم باب و آلیس چنین هم باشد. عام گیری اندازه Έی یا ͳان΋ی عمل Έی تواند ͳم آزمایش این دهد. انجام آزمایش دارد، دست در که ای ذره

این به توجه با را خود ͳکوانتوم عمل کرده، دریافت که ͳاطلاعات اساس بر گیرنده تا دهند اطلاع ی΋دیΎر به را خود های گیری اندازه نتیجه توانند

اصطلاحاً اعمال این مجموعه .(۶) ش΋ل برسند، دلخواه نتیجه Έی به تا کنند تکرار توانند ͳم باب و آلیس را فرایند این کند. تنظیم اطلاعات

داد: نشان زیر ش΋ل به ͳکوانتوم کانال Έی با توان ͳم را اعمال این ١۵ شود: ͳم نامیده LOCC

E(ρAB) =
∑
k

(Mk ⊗Nk)ρAB(M
†
k ⊗N†

k). (۵٧)

پذیر جدایی و ضربی صورت به آن کراوس عملΎرهای همه زیرا نیست ͳقسمت دو حالت Έی روی کننده عمل کانال ترین ͳکل این که کنید دقت

است. باب و آلیس ͳموضع اعمال ی نتیجه هم کراوس عملΎرهای از ش΋ل این هستند.

است مسلم مثلا برد. بین از کاملا یا داد کاهش توان ͳم ͳموضع اعمال با را حالت Έی ͳتنیدگ درهم که دانیم ͳم ͳبدیه ͳخیل طور به اولا

هایی حالت دو هر که کرد خواهد تبدیل |11⟩ یا |00⟩ حالت دو از ͳ΋ی به را 1√
2
(|00⟩+ |11⟩) حالت {|0⟩, |1⟩} پایه در آلیس گیری اندازه که

کنند؟ زیاد را ͳتنیدگ درهم ͳیعن دهند؟ انجام را عمل این عکس توانند ͳم آیا که است این تر جالب و تر مهم سوال هستند. ͳتنیدگ درهم بدون

کنند. تبدیل بل حالت به را خود حالت ͳاحتمال با توانند ͳم باب و آلیس که این ͳیعن .ͳاحتمال صورت به فقط اما است مثبت سوال این ΁پاس

کنیم. ͳبررس را مثال دو که کنیم ͳم ͳسع سوال این به جامعه و نهایی ΁پاس از قبل است؟ چقدر حداکثر حتمال این که است این سوال بنابراین

Local Operation and Classical Communication١۵

٢١



U1

<latexit sha1_base64="PZuAbp/PrfkqjTOJBZvB+Ya3hWQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUI9FLx4rmrbQhrLZbtulm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSKFQdf9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikZeJUM+6zWMa6E1LDpVDcR4GSdxLNaRRK3g4nt3O//cS1EbF6xGnCg4iOlBgKRtFKD37f65crbtVdgKwTLycVyNHsl796g5ilEVfIJDWm67kJBhnVKJjks1IvNTyhbEJHvGupohE3QbY4dUYurDIgw1jbUkgW6u+JjEbGTKPQdkYUx2bVm4v/ed0Uh9dBJlSSIldsuWiYSoIxmf9NBkJzhnJqCWVa2FsJG1NNGdp0SjYEb/XlddK6qnq1av2+Vmnc5HEU4QzO4RI8qEMD7qAJPjAYwTO8wpsjnRfn3flYthacfOYU/sD5/AHZi42H</latexit>

U2

<latexit sha1_base64="9jEEwFdoqVRGzE/CgYnr8EM4PbQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lKoR6LXjxWNLXQhrLZbtqlm03YnQil9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSqFQdf9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikbZJMM+6zRCa6E1LDpVDcR4GSd1LNaRxK/hiOb+b+4xPXRiTqAScpD2I6VCISjKKV7v1+rV+uuFV3AbJOvJxUIEerX/7qDRKWxVwhk9SYruemGEypRsEkn5V6meEpZWM65F1LFY25CaaLU2fkwioDEiXalkKyUH9PTGlszCQObWdMcWRWvbn4n9fNMLoKpkKlGXLFlouiTBJMyPxvMhCaM5QTSyjTwt5K2IhqytCmU7IheKsvr5N2rerVq427eqV5ncdRhDM4h0vwoAFNuIUW+MBgCM/wCm+OdF6cd+dj2Vpw8plT+APn8wfbD42I</latexit>

U 0
2

<latexit sha1_base64="kOJ4Ek8iv97AyyO+hvtr64+tWv0=">AAAB63icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ6Kkkp1GPRi8cKpi20oWy2m3bp7ibsboQS+he8eFDEq3/Im//GTZuDtj4YeLw3w8y8MOFMG9f9djY2t7Z3dkt75f2Dw6PjyslpR8epItQnMY9VL8Saciapb5jhtJcoikXIaTec3uV+94kqzWL5aGYJDQQeSxYxgk0u+VfD+rBSdWvuAmideAWpQoH2sPI1GMUkFVQawrHWfc9NTJBhZRjhdF4epJommEzxmPYtlVhQHWSLW+fo0iojFMXKljRoof6eyLDQeiZC2ymwmehVLxf/8/qpiW6CjMkkNVSS5aIo5cjEKH8cjZiixPCZJZgoZm9FZIIVJsbGU7YheKsvr5NOveY1as2HRrV1W8RRgnO4gGvwoAktuIc2+EBgAs/wCm+OcF6cd+dj2brhFDNn8AfO5w87xY25</latexit>

U 0
1

<latexit sha1_base64="PvVHViWr9hOGGJnlxqK95X/YPaw=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkUI9FLx4rmLbQhrLZbtqlu5uwuxFK6F/w4kERr/4hb/4bN20O2vpg4PHeDDPzwoQzbVz32yltbG5t75R3K3v7B4dH1eOTjo5TRahPYh6rXog15UxS3zDDaS9RFIuQ0244vcv97hNVmsXy0cwSGgg8lixiBJtc8i+H3rBac+vuAmideAWpQYH2sPo1GMUkFVQawrHWfc9NTJBhZRjhdF4ZpJommEzxmPYtlVhQHWSLW+fowiojFMXKljRoof6eyLDQeiZC2ymwmehVLxf/8/qpiW6CjMkkNVSS5aIo5cjEKH8cjZiixPCZJZgoZm9FZIIVJsbGU7EheKsvr5POdd1r1JsPjVrrtoijDGdwDlfgQRNacA9t8IHABJ7hFd4c4bw4787HsrXkFDOn8AfO5w86QY24</latexit>

M1

<latexit sha1_base64="nWiKTq2zHuf+aVCnHtksCPFsEGg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiFy9CRfsBbSib7aRdutmE3Y1QQn+CFw+KePUXefPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFySCa+O6305hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8etXScKoZNFotYdQKqUXCJTcONwE6ikEaBwHYwvpn57SdUmsfy0UwS9CM6lDzkjBorPdz1vX654lbdOcgq8XJSgRyNfvmrN4hZGqE0TFCtu56bGD+jynAmcFrqpRoTysZ0iF1LJY1Q+9n81Ck5s8qAhLGyJQ2Zq78nMhppPYkC2xlRM9LL3kz8z+umJrzyMy6T1KBki0VhKoiJyexvMuAKmRETSyhT3N5K2IgqyoxNp2RD8JZfXiWti6p3Wa3dX1bq13kcRTiBUzgHD2pQh1toQBMYDOEZXuHNEc6L8+58LFoLTj5zDH/gfP4AzVuNfw==</latexit>

M2

<latexit sha1_base64="lMKX4ARUc4jk0q5yOWtVF5sKsF4=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyGQDwGvXgRIpoHJEuYnfQmQ2Znl5lZIYR8ghcPinj1i7z5N06SPWhiQUNR1U13V5AIro3rfju5jc2t7Z38bmFv/+DwqHh80tJxqhg2WSxi1QmoRsElNg03AjuJQhoFAtvB+Gbut59QaR7LRzNJ0I/oUPKQM2qs9HDXr/SLJbfsLkDWiZeREmRo9ItfvUHM0gilYYJq3fXcxPhTqgxnAmeFXqoxoWxMh9i1VNIItT9dnDojF1YZkDBWtqQhC/X3xJRGWk+iwHZG1Iz0qjcX//O6qQmv/CmXSWpQsuWiMBXExGT+NxlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGplOwIXirL6+TVqXsVcu1+2qpfp3FkYczOIdL8KAGdbiFBjSBwRCe4RXeHOG8OO/Ox7I152Qzp/AHzucPzt+NgA==</latexit>

M 0
1

<latexit sha1_base64="/TTULlr68Y/SjCxezkrB9/oh39E=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+tOrRS7CInsquFOqx6MWLUMF+QLuUbJptQ5PskmSFsvQvePGgiFf/kDf/jdl2D9r6YODx3gwz84KYM21c99spbGxube8Ud0t7+weH5crRcUdHiSK0TSIeqV6ANeVM0rZhhtNerCgWAafdYHqb+d0nqjSL5KOZxdQXeCxZyAg2mXR/MfSGlapbcxdA68TLSRVytIaVr8EoIomg0hCOte57bmz8FCvDCKfz0iDRNMZkise0b6nEgmo/Xdw6R+dWGaEwUrakQQv190SKhdYzEdhOgc1Er3qZ+J/XT0x47adMxomhkiwXhQlHJkLZ42jEFCWGzyzBRDF7KyITrDAxNp6SDcFbfXmddK5qXr3WeKhXmzd5HEU4hTO4BA8a0IQ7aEEbCEzgGV7hzRHOi/PufCxbC04+cwJ/4Hz+AC4JjbA=</latexit>

M 0
2

<latexit sha1_base64="atu98CkmCPwRAQykOsrgrLStx68=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbRU9kthXosevEiVLAf0C4lm2bb0CS7JFmhLP0LXjwo4tU/5M1/Y7bdg7Y+GHi8N8PMvCDmTBvX/XYKG5tb2zvF3dLe/sHhUfn4pKOjRBHaJhGPVC/AmnImadsww2kvVhSLgNNuML3N/O4TVZpF8tHMYuoLPJYsZASbTLq/HNaG5YpbdRdA68TLSQVytIblr8EoIomg0hCOte57bmz8FCvDCKfz0iDRNMZkise0b6nEgmo/Xdw6RxdWGaEwUrakQQv190SKhdYzEdhOgc1Er3qZ+J/XT0x47adMxomhkiwXhQlHJkLZ42jEFCWGzyzBRDF7KyITrDAxNp6SDcFbfXmddGpVr15tPNQrzZs8jiKcwTlcgQcNaMIdtKANBCbwDK/w5gjnxXl3PpatBSefOYU/cD5/AC+NjbE=</latexit>

⇢

<latexit sha1_base64="ZhGtqcscL/1Srz0bqk40TZrtKFQ=">AAAB63icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKEI9BLx4jmAckS5idzCZD5rHMzAphyS948aCIV3/Im3/jbLIHTSxoKKq66e6KEs6M9f1vr7SxubW9U96t7O0fHB5Vj086RqWa0DZRXOlehA3lTNK2ZZbTXqIpFhGn3Wh6l/vdJ6oNU/LRzhIaCjyWLGYE21wa6IkaVmt+3V8ArZOgIDUo0BpWvwYjRVJBpSUcG9MP/MSGGdaWEU7nlUFqaILJFI9p31GJBTVhtrh1ji6cMkKx0q6kRQv190SGhTEzEblOge3ErHq5+J/XT218E2ZMJqmlkiwXxSlHVqH8cTRimhLLZ45gopm7FZEJ1phYF0/FhRCsvrxOOlf14LreeLiuNW+LOMpwBudwCQE0oAn30II2EJjAM7zCmye8F+/d+1i2lrxi5hT+wPv8ASLojlE=</latexit>

�+

<latexit sha1_base64="M7lbi65ZAq9E9y4H8mBablJUrvw=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRZBEMquFOqx6MVjBbcttGvJptk2NpssSVYoS/+DFw+KePX/ePPfmLZ70NYHA4/3ZpiZFyacaeO6305hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8etbRMFaE+kVyqTog15UxQ3zDDaSdRFMchp+1wfDPz209UaSbFvZkkNIjxULCIEWys1OolI/Zw0S9X3Ko7B1olXk4qkKPZL3/1BpKkMRWGcKx113MTE2RYGUY4nZZ6qaYJJmM8pF1LBY6pDrL5tVN0ZpUBiqSyJQyaq78nMhxrPYlD2xljM9LL3kz8z+umJroKMiaS1FBBFouilCMj0ex1NGCKEsMnlmCimL0VkRFWmBgbUMmG4C2/vEpal1WvVq3f1SqN6zyOIpzAKZyDB3VowC00wQcCj/AMr/DmSOfFeXc+Fq0FJ585hj9wPn8AM+WO5g==</latexit>

دهند.. ͳم انجام خود ذرات روی هم با ͳهماهنگ با و ͳموضع صورت به باب و آلیس که ͳاعمال تمام :٨ ش΋ل

دیΎر دلخواه حالت Έی به بل حالت Έی تبدیل ١ . ۶

دست در با که دهید ͳم نشان کرد. تبدیل دیΎر حالت به را دلخواه حالت Έی تواند ͳم ͳموضع اعمال با چΎونه دهیم ͳم نشان بخش این در

ͳم نظر در را بعدی دو حالت نخست کنند. تولید احتمال با نه و ͳقطع صورت به را دیΎری حالت هر توانند ͳم باب و آلیس بل حالت Έی داشتن

گیریم.

بعدی دو حالت ١ . ١ . ۶

ͳیعن بل ِ ماکزیمال تنیده درهم حالت ͳموضع اعمال با خواهیم ͳم

|ψ⟩ = 1√
2
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩) (۵٨)

مثل دیΎر دلخواه حالت Έی به را

|ϕ⟩ = α|0, 0⟩+ β|1, 1⟩ (۵٩)

|χ⟩ = α|0⟩+ β|1⟩ حالت آلیس دهد. ͳم انجام را کار این که دارد وجود ͳموضع ͳکوانتوم فرایند Έی که دهیم ͳم نشان نخست کنیم. تبدیل

٢٢



دارند: اختیار در زیر حالت در را کیوبیت سه مجموعه باب و آلیس حالا کند. ͳم تهیه خود آزمایشΎاه در

|Ψ1⟩a1a2b = |χ⟩|ψ⟩ = 1√
2
(α|0⟩+ β|1⟩)(|00⟩+ |11⟩)

=
1√
2
(α|000⟩+ α|011⟩+ β|100⟩+ β|111⟩) (۶٠)

کیوبیت دو روی آلیس حال است. باب اختیار در سوم کیوبیت و آلیس اختیار در اول کیوبیت دو دهند ͳم نشان شده داده نمایش های اندیس که

شود: تبدیل زیر حالت به |Ψ1⟩ حالت تا باشد، هدف کیوبیت a1 و ͳکنترل کیوبیت a2 که نحوی به کند ͳم اعمال را CNOT عملΎر خود

|Ψ2⟩a1a2b =
1√
2

[
|0⟩(α|0, 0⟩+ β|1, 1⟩) + |1⟩(α|1, 1⟩+ β|0, 0⟩)

]
. (۶١)

حالت از ͳ΋ی به 1
2 احتمال با دیΎر کیوبیت دو آن نتیجه در که دهد ͳم انجام a1 کیوبیت روی ͳمحاسبات پایه در گیری اندازه Έی آلیس سرانجام

شوند: ͳم پرتاب زیر های

|ψ0⟩a2b = α|00⟩+ β|11⟩

|ψ1⟩a2b = α|11⟩+ β|00⟩. (۶٢)

σx⊗σx ͳموضع عمل انجام با حالت این دوم، حالت در خواستیم، ͳم که است ͳهمان باب و آلیس دست در باقیمانده نهایی حالت اول، حالت در

توانیم ͳم ،Έی با برابر احتمال با که گیریم ͳم نتیجه رسیم، ͳم خود دلخواه حالت به مورد دو هر در که آنجا از شود. ͳم تبدیل ما دلخواه حالت به

کنیم. تبدیل دیΎری حالت هر به را بل حالت Έی

که ͳکیوبیت روی زیر عملΎرهای با یافته تعمیم گیری اندازه Έی آلیس که معنا این به است یافته تعمیم گیریهای اندازه از استفاده دیΎر روش

دهد: ͳم انجام دارد دردست

M1 =

 α 0

0 β

 M2 =

 β 0

0 α

 (۶٣)

از است عبارت بیاید بدست ٢ یا ١ نتیجه اینکه به بسته ماند ͳم ͳباق باب و آلیس دردست که ͳحالت گیری بعدازاندازه

|ϕ1⟩ =
M1|ψ⟩√

⟨ψ|M†
1M1|ψ⟩

= α|0, 0⟩+ β|1, 1⟩,

یا

٢٣



ϕ2⟩ =
M2|ψ⟩√

⟨ψ|M†
2M2|ψ⟩

= β|0, 0⟩+ α|1, 1⟩. (۶۴)

باب و آلیس عملΎر اینکه بعداز دلخواه حالت ٢ نتیجه آمدن بدست درصورت است، آمده بدست دلخواه حالت ١ نتیجه آمدن بدست درصورت

نیست ها کیوبیت مختص نتیجه این که دهیم ͳم نشان حال آید. ͳم بدست مطلوب نتیجه کنند اعمال آمده بدست حالت روی را σx عملΎرِ هردو

کرد. تبدیل دیΎری دلخواه حالت هر به ͳموضع اعمال با توان ͳم را بل یافته تعمیم حالت Έی بعدی هر در و

دلخواه بعد در دیΎر حالت Έی به بل حالت Έی تبدیل ١ . ٢ . ۶

شده. گذاشته اشتراک به باب و آلیس بین و است d بعد در بل حالت Έی زیر حالت

|ψ⟩a2b =
1√
d

d−1∑
i=0

|i, i⟩ (۶۵)

کنند: تبدیل زیر حالت مثل دلخواه حالت Έی به را حالت این خواهند ͳم باب و آلیس

|ϕ⟩a2b =
∑
i

αi|i, i⟩. (۶۶)

کنند: ͳم تهیه را زیر حالت نخست کنند. ͳم ͳط نیز حالت این برای کردند، ͳط ها کیوبیت برای که را ͳمراحل همان کار این برای

|Ψ1⟩a1a2b = |χ⟩a1
|ψ⟩a2b =

1√
d

∑
i,j

ai|i⟩|j, j⟩. (۶٧)

کیودیت و ͳکنترل a2 کیودیت عمل این در دهد. ͳم انجام خودش های کیودیت روی را CNOT−1 یافته تعمیم ͳموضع عمل Έی آلیس سپس

آید: ͳم در زیر ش΋ل به حالت ترتیب این به است. هدف a1

|Ψ2⟩a1a2b =
1√
d

∑
i,j

ai|i− j, j, j⟩a1a2b

=
1√
d

∑
k,i

ai|k, i− k, i− k⟩a1a2b. (۶٨)

پایه در گیری اندازه Έی a1 کیودیت روی آلیس مرحله آخرین در نیست. آن معکوس و CNOT بین ͳفرق هیچ ها کیوبیت برای که کنید دقت

شود: ͳم پرتاب زیر های حالت از ͳ΋ی به a2, b ͳیعن دیΎر کیودیت دو حالت 1
d احتمال با بار هر که دهد ͳم انجام ͳمحاسبات

|ψk⟩a2b =
∑
i

ai|i− k, i− k⟩a2b. (۶٩)

کنند. تبدیل
∑

i ai|i, i⟩ حالت به را حالت این Xk ⊗Xk ͳموضع عمل با توانند ͳم باب و آلیس

٢۴



دهیم. انجام توانیم ͳم هم یافته تعمیم گیری اندازه با را کار این که دهید نشان ها کیوبیت با مشابه تمرین: n

حال شود. ͳم تبدیل دیΎری دلخواه حالت هر به ͳقطع صورت به همواره یافته تعمیم بل حالت Έی که ایم داده نشان بازهم ترتیب این به

نه؟ یا داد افزایش را حالت Έی ͳتنیدگ درهم ͳموضع اعمال با توان ͳم آیا که است این سوال

است؟ مم΋ن ͳموضع اعمال با ها حالت ͳتنیدگ درهم افزایش آیا ٢ . ۶

ͳموضع اعمال با را ͳتنیدگ درهم هم جا این در کردیم، عمل ها کیوبیت مورد در که ͳقبل شیوه همان به توانیم ͳم آیا ببینیم کنیم ͳم ͳسع نخست

حالتِ خواهیم ͳم دهیم؟ افزایش

|ψ⟩ab = α|00⟩+ β|11⟩ 0 < α < β < 1, (٧٠)

حالتِ به را

|ϕ+⟩ab =
1√
2
(|00⟩+ |11⟩) (٧١)

گیریم: ͳم نظر در را زیر غیرمتعامد گیری اندازه بار این کردیم عمل قبلا که ای شیوه همان به کنیم. تبدیل

M0 = λ

 1
α

1
β

 , M1 =


√
1− λ2

α2 √
1− λ2

β2

 . (٧٢)

شود: ͳم تبدیل زیر های حالت به شده داده نشان احتمالات با باب و آلیس بین مشترک حالت a کیوبیت روی آلیس عمل این با

|ψ0⟩ab =
M0|ψ⟩√
⟨ψ|M0|ψ⟩

= |ϕ+⟩, P (0) = 2λ2

|ψ1⟩ab =
M1|ψ⟩√
⟨ψ|M1|ψ⟩

, P (1) = 1− 2λ2. (٧٣)

داشته توجه باید اما برسانیم. خود میزان اکثر حد به λ2 افزایش با را |ϕ+⟩ بل حالت ͳیعن کامل تنیده درهم حالت کردن درست احتمال توانیم ͳم

شود: انتخاب زیر محدوده در باید λ که فهمیم ͳم بنابراین بماند. ͳباق مثبت عملΎر Έی باید M2
1 عملΎر که باشیم

0 ≤ λ ≤ α. (٧۴)

با: شود ͳم برابر بل حالت به اولیه حالت تبدیل احتمال شرایط این تحت .λmax = α با است برابر λ مقدار بیشترین نتیجه در و

Pmax(0) = 2α2 (٧۵)

٢۵



صورت به ضربی کاملا حالت Έی به شود ͳم تبدیل نیز |ψ1⟩ حالت و

|ψ1⟩ = |11⟩.

شده مجبور دارد، را خود مقدار بیشترین آن ͳتنیدگ درهم که بل حالت Έی کردن درست احتمال بیشترین برای ͳیعن است. معقول کاملا نتیجه این

برابر را بل حالت Έی ͳتنیدگ درهم میزان اگر کنیم. تبدیل ضربی حالت Έی به را آن و آورده پایین ام΋ان حد تا را دوم حالت ͳتنیدگ درهم که ایم

شده ایجاد متوسط طور به که ای ͳتنیدگ درهم میزان فرایند این در بΎیریم، نظر در صفر با برابر را ضربی حالت Έی ͳتنیدگ درهم میزان و Έی با

با: است برابر

P (0)× 1 + P (1)× 0 = 2α2. (٧۶)

مقدار این که دید توان ͳم ͳبراحت ش΋ل رسم با و است S(ρA) = −α2 log(α2)− (1− α2) log(1− α2) با برابر اولیه حالت ͳتنیدگ هم در

ͳویژگ این توانیم ͳم داد. افزایش ͳموضع اعمال با توان ͳنم را حالت Έی ͳتنیدگ درهم که این از است ͳمثال ساده مثال این است. بیشتر 2α2 از

کنیم. ثابت ͳکل قضیه Έی صورت به را

شود. ͳنم زیاد ͳتنیدگ درهم متوسط̃ ͳموضع اعمال با قضیه: n

از حالت این ͳتنیدگ درهم میزان گیریم. ͳم نظر در شده گذاشته اشتراک به باب و آلیس بین که را |ψ⟩AB دلخواه حالت Έی اثبات: n

شود: ͳم محاسبه زیر رابطه

E(ψ⟩AB) = S(ρA) = S(ρB). (٧٧)

هر ͳبخش دو های حالت از ͳآنزامبل به را حالت این دهد، انجام ( آن نظایر و گیری اندازه یا ͳان΋ی عمل نوع (از آلیس که ͳعملیات نوع هر

شود: ͳم تبدیل زیر حالت به فوق حالت باب و آلیس اعمال سلسله از بعد بنابراین کند. ͳم تبدیل معین احتمال با کدام

|ψ⟩AB −→
∑
k

pk|ψk⟩AB⟨ψk|AB (٧٨)

توانیم ͳم حال ندارند. باب ͳالΎچ ماتریس روی تاثیری شوند، ͳم انجام |ψ⟩AB حالت روی آلیس توسط که آنجا از البته اعمال این

نویسیم: ͳم کنیم. پیدا آلیس اعمال از بعد را ها حالت ͳتنیدگ درهم میزان متوسط

E′ :=
∑
k

pkE(ψk) =
∑
k

pkS(ρ
B
k ). (٧٩)
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نویسیم: ͳم و کنیم ͳم استفاده آنتروپی تحدب خاصیت از حال

E′ =
∑
k

pkE(ψk) =
∑
k

pkS(ρ
B
k ) ≤ S(

∑
k

pkS(ρ
B
k )) = S(ρB) = E(ψAB) (٨٠)

متوسط طور به را مشترک حالت ͳتنیدگ درهم تواند ͳنم خودش های کیوبیت روی ͳموضع اعمال با آلیس که ایم کرده ثابت ترتیب این به

صفر غیر ͳاحتمال با توانند ͳم باب و آلیس دیدیم، قضیه این از قبل مثال در که همانطور زیرا است، مهم جا این در متوسط کلمه ببرد. بالا

را آلیس توسط طرفه Έی اعمال فقط زیرا نیست کامل اثبات این که کنیم توجه باید البته کنند. تولید را ماکزیمال تنیده درهم حالت Έی

به احتیاج آن اثبات برای کنیم. ثابت نیز حالت ترین ͳکل در را قضیه این توانیم ͳم ͳیعن است درست نهایی نتیجه اما ایم. گرفته نظر در

پردازیم: ͳم آن به اکنون که داریم ͳمقدمات

ͳتنیدگ درهم تقطیر ٧

هم آورد. بدست ͳموضع اعمال با را دیΎری دلخواه هرحالت ماکزیمال تنیده درهم های حالت از توان ͳم چΎونه که دادیم نشان ͳقبل دربخش

داشتن دست در با که است این حرف این معنای داد. افزایش نیز را ها حالت ͳتنیدگ درهم توان ͳم ͳاحتمال با که دادیم نشان هایی مثال با چنین

همان این دارند. بیشتری ͳتنیدگ هم در که ساخت هایی حالت از کمتری تعداد توان ͳم دارند، ͳکم ͳتنیدگ درهم که هایی حالت از زیادی تعداد

به داد انجام بهایی پرداختن با توان ͳم نیز را وارون عمل که دهیم ͳم نشان بخش دراین گویند. ͳم ١۶ ͳتنیدگ هم در تقطیر آن به استکه چیزی

تقطیر را کار این دلیل همین به آورد. بدست ماکزیمال تنیده درهم حالت کمتری تعداد توان ͳم تنیده درهم های حالت زیادی ازتعداد که معنا این

دهیم. ͳم شرح خالص های حالت برای را ͳتنیدگ درهم تقطیر نخست نامیم. ͳم ͳتنیدگ درهم

خالص های حالت برای ͳتنیدگ درهم تقطیر ٧ . ١

نوع از ی΋سان های حالت زیادی تعداد که کنید فرض

|ϕ⟩ = cos θ|0, 0⟩+ sin θ|1, 1⟩, (٨١)

Entanglement Distillation١۶
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.sin θ ≤ cos θ صورت دراین که 0 ≤ θ ≤ π
4 که کنیم ͳم فرض کلیت نقض بدون داریم.

مثل ماکزیمال تنیده درهم های حالت ها، حالت ازاین ͳموضع اعمال با خواهند ͳم باب و آلیس

|ψ⟩ = 1√
2
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩) (٨٢)

ͳم مشخص M2 و M1 عملΎر دو با او گیری اندازه دهد. انجام زیر ش΋ل به ای یافته تعمیم گیری اندازه آلیس که است آن راه Έی کنند. درست

گیرد: ͳم زیر مطابق را M1 او شود.

M1 = c

 1
cos θ 0

0 1
sin θ

 (٨٣)

از بود خواهد عبارت نهایی حالت بیاید بدست ١ نتیجه |ψ⟩ روی گیری دراندازه هرگاه کنیم. ͳم تعیین را آن بزودی که است ͳثابت c درآن که

|ψ′⟩ = M1|ψ⟩√
⟨ψ|M†

1M1|ψ⟩
=

1√
2
(|0, 0⟩+ sin θ|1, 1⟩), (٨۴)

آید: ͳم بدست زیر احتمال با نتیجه این البته است. دلخواه نتیجه همان که

P1 := ⟨ψ|M†
1M1|ψ (٨۵)

درایه اندازه که آنجا از ͳول دهیم. افزایش مم΋ن حداکثر به را c ثابت ضریب بایست ͳم برسانیم خود مم΋ن حداکثر به را احتمال این آنکه برای

خواهد برابر M1 صورت دراین بΎیریم. sin θ با برابر را c بایست ͳم کند) صدق بهنجارش درشرط (تا باشد کوچ΋تر ١ از بایست ͳم M1 های

با شد

M1 =

 1
tan θ 0

0 1

 . (٨۶)

دهیم ͳم قرار بنابراین برقرارشود. M†
1M1 +M†

2M2 = I ͳیعن بهنجارش شرط که بΎیریم چنان بایست ͳم را M2 عملΎر

M2 =


√
1− tan2 θ 0

0 0

 (٨٧)
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آمد: خواهد بدست شده داده نشان احتمالات با زیر نتیجه دو از ͳ΋ی {M1,M2} یافتۀ تعمیم گیری بااندازه حال

|ψ1⟩ =
M1|ϕ⟩√

⟨ϕ|M†
1M1|ϕ⟩

=
1√
2
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩), P1 = ⟨ϕ|M†

1M1|ϕ⟩ = 2 sin2 θ

یا

ψ2⟩ =
M2|ϕ⟩√

⟨ϕ|M†
2M2|ϕ⟩

= |0, 0⟩ P2 = 1− 2 sin2 θ. (٨٨)

که کنید دقت کرد. تبدیل ماکزیمال تنیده درهم ِ حالت Έی به را |ϕ⟩ِ نوع از تنیده درهم حالت Έی 2 sin2 θ احتمال با توان ͳم بنابراین

است. کمتر احتمال این باشد تر پذیر جدایی اولیه حالت ͳیعن باشد تر Έنزدی 0 به θ هرچه

آمیخته های حالت برای ͳتنیدگ درهم تقطیر ٧ . ٢

|ψ⟩ = بل حالت Έی از است ͳمخلوط اولیه حالت که کنید فرض دهیم. ͳم شرح مثال Έی با آمیخته های حالت برای را درهم تقطیر

پذیر: جدایی حالت Έی و 1√
2
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩)

ρ = (1− p)|0, 1⟩⟨0, 1|+ p|ψ⟩⟨ψ|

= (1− p)|0, 1⟩⟨0, 1|+ p

2
(|0, 0⟩⟨0, 0|+ |0, 0⟩⟨1, 1|+ |1, 1⟩⟨0, 0|+ |1, 1⟩⟨1, 1|) (٨٩)

:ρ⊗ ρ از است عبارت اولیه حالت بنابراین کنند. ͳاختیارم ρ ِ ازحالت جفت دو باب و آلیس

ρ⊗ ρ = (1− p)2|0101⟩⟨0101|

+
p(1− p)

2
|0100⟩⟨0100|+ p(1− p)

2
|0101⟩⟨0111|+ p(1− p)

2
|0111⟩⟨0100|+ p(1− p)

2
|0111⟩⟨0111|

+
p(1− p)

2
|0001⟩⟨0001|+ p(1− p)

2
|0001⟩⟨1101|+ p(1− p)

2
|1101⟩⟨0001|+ p(1− p)

2
|1101⟩⟨1101|

+
p2

4
|0000⟩⟨0000|+ p2

4
|0000⟩⟨0011|+ p2

4
|0011⟩⟨0000|+ p2

4
|0011⟩⟨0011|

+
p2

4
|0000⟩⟨1100|+ p2

4
|0000⟩⟨1111|+ p2

4
|0011⟩⟨1100|+ p2

4
|0011⟩⟨1111|

+
p2

4
|1100⟩⟨0000|+ p2

4
|1100⟩⟨0011|+ p2

4
|1111⟩⟨0000|+ p2

4
|1111⟩⟨0011|

+
p2

4
|1100⟩⟨1100|+ p2

4
|1100⟩⟨1111|+ p2

4
|1111⟩⟨1100|+ p2

4
|1111⟩⟨1111| (٩٠)
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بایست ͳم کامل طور به را |0011⟩ مثل ͳحالت بنابراین هستند. باب دراختیار وچهارم دوم کیوبیت و آلیس دراختیار سوم و اول کیوبیت جا دراین

روند. ͳم کار به باب و آلیس برای b و a های اندیس درآن که نوشت |0011⟩a1,b1,a2,b2 ش΋ل به

که دهیم ͳم نشان Ca1,a2
Cb1,b2 نمادِ با را عمل کنند.این ͳم اعمال دارند که هایی کیوبیت روی CNOT عمل Έی هرکدام باب و آلیس حال

ازاین پس روند. ͳم کار به هدف های بیت عنوان به b2 و a2 های بیت و ͳکنترل های بیت عنوان به b1 و a1 های بیت عمل دراین کند ͳم بیان

آید: ͳدرم زیر صورت به فوق حالت عمل

ρout = (1− p)2|0100⟩⟨0100|

+
p(1− p)

2
|0101⟩⟨0101|+ p(1− p)

2
|0100⟩⟨0110|+ p(1− p)

2
|0110⟩⟨0101|+ p(1− p)

2
|0110⟩⟨0110|

+
p(1− p)

2
|0001⟩⟨0001|+ p(1− p)

2
|0001⟩⟨1110|+ p(1− p)

2
|1110⟩⟨0001|+ p(1− p)

2
|1110⟩⟨1110|

+
p2

4
|0000⟩⟨0000|+ p2

4
|0000⟩⟨0011|+ p2

4
|0011⟩⟨0000|+ p2

4
|0011⟩⟨0011|

+
p2

4
|0000⟩⟨1111|+ p2

4
|0000⟩⟨1100|+ p2

4
|0011⟩⟨1111| +

p2

4
|0011⟩⟨1100|

+
p2

4
|1111⟩⟨0000|+ p2

4
|1111⟩⟨0011| +

p2

4
|1100⟩⟨0000|+ p2

4
|1100⟩⟨0011|

+
p2

4
|1111⟩⟨1111| +

p2

4
|1111⟩⟨1100|+ p2

4
|1100⟩⟨1111|+ p2

4
|1100⟩⟨1100| (٩١)

اینکه به بسته گیرند. ͳم اندازه {|0⟩, |1⟩} درپایه b2 و a2 های کیوبیت ͳیعن را خود هدف های کیوبیت حالت باب و آلیس مرحله درآخرین

حالت بیاورند بدست را |11⟩ ِ حالت باب و آلیس اگر مثال عنوان به شود. ͳم افکنده معین حالت Έی به ρout حالت بیاورند بدست مقداری چه

از است عبارت نتیجه این برای عملΎرتصویر اند. شده قرارداده جعبه درون که شوند ͳم فکنده هایی حالت از ترکیبی به نهایی

M11 = I ⊗ I ⊗ |11⟩⟨11|. (٩٢)

احتمال با نتیجه این

P (11) := tr(M11ρ) =
p2

2
(٩٣)

ِ حالت به سوم و اول های بیت حالت و آید ͳم بدست

ρ11 = |ψ⟩⟨ψ| (٩۴)

٣٠



Έی گیری اندازه از پس اینکه احتمال که گیریم ͳم نتیجه اند کرده استفاده ρ ِ حالت از ازدونسخه باب و آلیس که ازآنجا شود. ͳم افکنده

ده اندازه به تنها اولیه حالت ͳیعن p = 0.9 اگر مثال عنوان به . p2

4 با برابراست بیاورند بدست ماکزیمال تنیده درهم حالت Έی ͳیعن بل حالت

است. درصد ٢٠ درحدود بیاید بدست خالص صورت به بل حالت گیری اندازه از پس اینکه احتمال باشد، داشته ͳناخالص درصد

احتمال با توانند ͳم چنین هم آنها کند. ͳم Έنزدی بل خالص حالت به را باب و آلیس که نیست |11⟩ نتیجه تنها البته

P (00) := tr(M00ρ) =
3

2
p2 − 2p+ 1, (٩۵)

شود ͳم افکنده زیر حالت به به سوم و اول های بیت حالت صورت دراین که بیاورند بدست را |00⟩ حالت توانند ͳم

ρ00 =
M00ρM

†
00

tr(M00ρM
†
00)

=
2(1− p)2

3p2 − 4p+ 2
|01⟩⟨01|+ p2

3p2 − 4p+ 2
|ψ⟩⟨ψ|. (٩۶)

است: کرده تغییر زیر صورت به آن اختلاط درجه که تفاوت بااین است اولیه حالت همان به شبیه حالت این

p −→ p′ =
p2

3p2 − 4p+ 2
. (٩٧)

این بار دو اگر بنابراین .p
′2

4 با برابراست بل حالت Έی آوردن بدست احتمال بار این کرد. تخلیص روش همین به توان ͳم دوباره را ها حالت این

با بود خواهد برابر بل حالت آوردن بدست کل احتمال دهیم انجام را فرایند

P (2)
success =

p2

4
+

1

2
P (00)

p′2

4
(٩٨)

با بود برابرخواهد موفقیت احتمال دهیم انجام را فرایند این بار سه واگر

P (3)
success =

p2

4
+

1

2
P (00)

p′2

4
+

1

4
P ′(00)

p′′2

4
(٩٩)

درآن که

P ′(00) =
3

2
p′2 − 2p′ + 1, و p′′ =

p′2

3p′2 − 4p′ + 2
(١٠٠)

آید. ͳم بدست p حسب بر موفقیت احتمال برای زیر ͳمنحن نهایتاً و شود ͳم همΎرا زود ͳخیل فرایند این

٣١



خالص های حالت برای ͳتنیدگ درهم اندازه ٧ . ٣

در ͳبخش دو سیستم Έی گاه هر شد. خواهد داده نشان نیومان فون آنتروپی به مربوط درس در نیز ΁پاس این ͳدرست و است ساده Έی سوال ΁پاس

شود: ͳم سنجیده زیر کمیت با ی΋دیΎر با بخش دو این ͳتنیدگ هم در باشد، |ψ⟩AB خالص حالت

E(|ψ⟩AB) := S(ρA) = S(ρB) (١٠١)

آن در که

S(ρ) =≡ −tr(ρ log2 ρ) (١٠٢)

ͳالΎچ ماتریس دو این |ψ⟩AB خالص حالت از اشمیت تجزیه به توجه با هستند. بخش زیر دو این یافته کاهش ͳالΎچ های ماتریس ρB و ρA و

ρ ماتریس مقدارهای ویژه هرگاه واق΄ در دارند. ی΋سان های آنتروپی نتیجه در و ی΋سان مقادیر ویژه آما اند متفاوت هم با چه اگر

آنگاه باشد، {λi, i = 1 · · · d} با برابر

S(ρ) = −
∑
i

λi logi λi. (١٠٣)

پذیردرهم جدایی های وحالت 1 با برابر ͳماکزیمال ͳتنیدگ درهم ها کیوبیت برای بل های حالت تعریف بااین است. صادق بعدی هر در تعریف این

نوع از ͳکیوتریت ماکزیمال حالت Έی ͳتنیدگ درهم چنین هم کنند. ͳپیدام صفر ͳتنیدگ

|ϕ⟩ = 1√
3
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩+ |2, 2⟩) (١٠۴)

نوع از چهاربعدی حالت Έی ͳتنیدگ هم در و log2 3 با برابر

|ψ⟩ = 1

2
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩+ |2, 2⟩+ |3, 3⟩) (١٠۵)

ͳم نویمان فون آنتروپی سنجش به خالص حالت Έی ͳتنیدگ درهم میزان تعریف چرا که داد خواهیم نشان حاف است. log2 4 = 2 با برابر

اطلاعات مبادله و ͳموضع اعمال با توانند ͳم باشد B و A دراختیار حالات این از تایی N ای مجموعه هرگاه که کنیم ͳم ثابت واق΄ در انجامد.

N −→ ∞ درحد البته گیری نتیجه این کنند. تهیه دارند ماکزیمال ͳتنیدگ درهم که بل حالت تا M := NS(ρ) تعداد ازآنها ١٧ Έکلاسی

داریم دیΎر بیان به است. درست

Local Operation and Classical Communication (LOCC)١٧
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S(ρ) := lim
N∞

M

N
(١٠۶)

ساده مثال Έی با توانیم ͳم کلیت نقض بدون را اثبات ͳاصل ایده . کرد. تقطیر حالت N از توان ͳم که است بل های حالت تعداد M درآن که

مثل ͳحالت کند. تکمیل ͳکل حالت برای را اثبات و دهد قرار خود سرمشق را مثال این تواند ͳم ͳکس هر دهیم. نشان

|ψ⟩ = √
p|00⟩+

√
1− p|11⟩ (١٠٧)

دارند. دست در را ها حالت این از نسخه سه باب و آلیس که کنید فرض است. P > 1
2 کنیم ͳم فرض نیز کلیت نقض بدون گیریم. ͳم نظر در

است: زیر ش΋ل به آنها دست در ͳکل حالت صورت این در

|Ψ(3)⟩a1b1;a2b2;a3b3 = |ϕ⟩⊗3 =
(√
p|00⟩+

√
1− p|11⟩

)⊗3

=
√
1− p

3
|00, 00, 00⟩+

√
1− p

2√
p (|00, 00, 11⟩+ |00, 11, 00⟩+ |11, 00, 00⟩)

= +
√
1− p

√
p
2
(|11, 11, 00⟩+ |11, 00, 11⟩+ |00, 11, 11⟩) +√

p
3|11, 11, 11⟩ (١٠٨)

زیر ش΋ل به توان ͳم را حالت این اما است. باب دست در کیوبیت کدام و الیس دست در کیوبیت کدام که دهند ͳم نشان bi و ai های اندیس

کرد: ͳبازنویس

|Ψ(3)⟩a1a2a3;b1b2b3 =
√
1− p

3
|000, 000⟩+

√
1− p

2√
p (|001, 001⟩+ |010, 010⟩+ |100, 100⟩)

+ +
√
1− p

√
p
2
(|110, 110⟩+ |101, 101⟩+ |011, 011⟩) +√

p
3|111, 111⟩. (١٠٩)

|Ψ⟩ حالت آید، ͳم بدست که ای نتیجه به بسته دهند: انجام z راستای در کل اسپین پایه در گیری اندازه Έی هرکدام توانند ͳم باب و الیس حال

کند: ͳم پیدا کاهش زیر های حالت از ͳ΋ی به

|Ψ0(3)⟩ = |000, 000⟩ Pr(0) = (1− p)3

|Ψ1(3)⟩ =
1√
3
(|001, 001⟩+ |010, 010⟩+ |100, 100⟩) Pr(1) = 3

(
1

)
(1− p)2p

|Ψ2(3)⟩ =
1√
3
(|110, 110⟩+ |101, 101⟩+ |011, 011⟩) Pr(2) =

(
3

2

)
(1− p)p2

|Ψ3(3)⟩ = |111, 111⟩ Pr(3) = p3. (١١٠)
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حالت برای را محاسبه همین اگر

|Ψ(N)⟩a1b1;··· ;aNbN = |ϕ⟩⊗3 =
(√
p|00⟩+

√
1− p|11⟩

)⊗N

ترکیب که کند ͳم پیدا کاهش ͳحالت روی Pk(N) =
(
N
k

)
pk(1 − pN−k) احتمال با |Ψ(N)⟩ حالت که بود خواهد این نتیجه دهیم انجام

برای ها Έی و صفر این جایΎاه و دارند Έی تا N − k و صفر تا k دقیقا باب هم و آلیس هم آنها در که است هایی حالت از ͳنواخت΋ی ͳخط

احتمال با |ψ(N)⟩ حالت N ≫ 1 حد در که است این اش ΁پاس است؟ بیشتر ها حالت از Έکدامی روی رمبش اما است. ی΋سان نفر دو هر

که کنیم ͳم دقت نکته این فهم برای است. k = Np آن در که رمبد ͳم ͳحالت به Έنزدی

Pr(k = Np) =

(
N

Np

)
× (1− p)NppN(1−p) ≈ 2NH(p) × 2−NH(p) ≈ 1, (١١١)

ͳیعن است:  باب یا آلیس آمیخته حالت برای نویمان فون آنتروپی H(p) آن در که

H(p) = −p log2 p− (1− p) log2(1− p) = S(ρA)

آن در که

ρA = TrB(|ψ⟩AB
⟨ψ)

ͳخط ترکیب حالت این آورند. ͳم بدست را ΨNp(N) حالتِ باب و آلیس ͳقطع احتمال با بزرگ، نهایت بی های N حد در ترتیب این به است.

برای ها Έی و صفر این جایΎاه و دارند Έی تا N(1 − p) و صفر تا Np دقیقا باب هم و آلیس هم آنها در که است هایی حالت از ͳنواخت΋ی

این باب و آلیس اما تاست.
(
N
Np

)
= 2NH(p) = 2NS(ρ) با برابر ی΋نواخت ͳخط ترکیب این در ͳجملات چنین تعداد است. ی΋سان نفر دو هر

عنوان به ب΋نند. کامل بل حالت تا NS(ρ) تعدادِ به تبدیل توانند ͳم خود، برای کدام هر ها، حالت بازتعریف Έی با و ͳموضع اعمال با را حالت

داریم: p = 1
4 و N = 4 برای مثال

|Ψ1(4)⟩ =
1

2
(|1000, 1000⟩+ |0100, 0100⟩+ |0010, 0010⟩+ |0001, 0001⟩) . (١١٢)

دهد: انجام را زیر کار که کنند ͳم اعمال خود کیوبیت چهار روی ͳان΋ی عملΎر Έی هرکدام باب و آلیس حال

|1000⟩ −→ |00⟩ ⊗ |00⟩

|0100⟩ −→ |01⟩ ⊗ |00⟩
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|0010⟩ −→ |10⟩ ⊗ |00⟩

|0001⟩ −→ |11⟩ ⊗ |00⟩. (١١٣)

شود: ͳم زیر حالت به تبدیل |Ψ1(4) حالت ͳموضع اعمال این اثر در که دید توان ͳم ͳآسان به

|Ψ1(4)⟩ −→ |ϕ+⟩ ⊗ |ϕ+⟩ ⊗ |00⟩ ⊗ |00⟩. (١١۴)

شود: ͳم انجام زیر تبدیل ، p مقدارِ برای و ذرات از ͳدلخواه تعداد برای و ͳکل حالت در

|ΨNp(N)⟩ −→ |ϕ+⟩ ⊗ |ϕ+⟩ ⊗ · · · ⊗ |ϕ+⟩︸ ︷︷ ︸
NS(ρ)

(١١۵)

بل کامل حالت تا NS(ρ) تعداد ،ͳموضع اعمال با ندارند، ͳچندان ͳتنیدگ درهم که دلخواه حالت N از توانند ͳم باب و آلیس ترتیب این به

گرفت. S(ρ) اندازه به توان ͳم را اولیه های حالت از کدام هر ͳتنیدگ درهم میزان دلیل همین به و بسازند

آمیخته های حالت ͳتنیدگ درهم ۴ . ٧

E(ρAB) = S(ρA) رابطه از را آنها ͳتنیدگ درهم توان ͳنم دیΎر باشند، ρAB آمیخته حالت Έی در است باب و آلیس دست در که ای ذره دو هرگاه

باشد: زیر صورت به ذره دو این حالت که کنید فرض دهد. ͳم نشان را موضوع این ساده نقض مثال Έی کرد. حساب E(ρAB) = S(ρB) یا

ρAB =
1

2
IA ⊗ 1

2
IB , (١١۶)

که داد نشان ͳبراحت توان ͳم این بر علاوه دارد. را مم΋ن مقدار بیشترین ها قسمت از کدام هر آنتروپی اما است،  پذیر جدایی حالت Έی وضوح به که

ρAB = 1
2 (I2)A⊗ 1

3 (I3)B حالت تساوی عدم این برای ای ساده نقض مثال نیست. برقرار S(ρA) = S(ρB) تساوی آمیخته های حالت برای

است. کیوتریت Έی و کیوبیت Έی از

صورت به ͳآنزامبل تجزیه Έی آمیخته حالت Έی که کنیم ͳم توجه ͳحالت چنین ͳتنیدگ درهم برای ͳمنطق و معقول ͳتعریف به یافتن دست برای

دارد: زیر

ρAB =
∑
i

pi|ϕi⟩AB⟨ϕi|. (١١٧)
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کرد: تعریف زیر صورت به را ͳحالت چنین ͳتنیدگ درهم توان ͳم اول قدم در

E(ρ) :=
∑
i

piE(|ϕi) (١١٨)

و گیرد ͳنم نظر در را مهم نکته Έی تعریف این اما اند. داده تش΋یل را آنزامبل این که است هایی حالت همه ͳتنیدگ درهم متوسط معنای به که

است:   برقرار زیر تساوی که شود ͳم معلوم ͳبراحت مثال عنوان به نیست. ی΋تا آمیخته حالت Έی ͳآنزامبل های تجزیه اینکه آن

ρAB =
1

2

(
|00⟩⟨00|+ |11⟩⟨11|

)
=

1

2

(
|ϕ+⟩⟨ϕ+|+ |ϕ−⟩⟨ϕ−|

)
. (١١٩)

که دهد ͳم نشان (١١٨) رابطه کاربرد اما است،  پذیر جدایی کاملا حالت Έی شده گرفته درنظر حالت که دهد ͳم نشان تساوی این اول طرف

کنیم: ͳم اصلاح زیر ش΋ل به را (١١٨) تعریف بنابراین است. ماکزیمم آن ͳتنیدگ درهم

E(ρ) :=Min{pi,|ϕi⟩}
∑
i

piE(|ϕi) (١٢٠)

است مناسب نیز ازنظرکاربردی تعریف این که اند داده نشان دیΎران و بنت چارلز گیرد. ͳم صورت مم΋ن های تجزیه تمام روی نیمم ͳم آن در که

حالت Έکلاسی اطلاعات مبادله و ͳموضع ͳکوانتوم اعمال با توانیم ͳم باشیم داشته ρAB های حالت از تایی N دستۀ Έی هرگاه که معنا این به

ͳتنیدگ درهم را ͳتنیدگ درهم از تعریف این دلیل همین به کنیم. تبدیل ماکزیمال ͳتنیدگ درهم با بِل حالت M = NE(ρ) تعدادِ به را ρAB

گویند. ͳم ١٨ تش΋یل

نهایت بابی سازی بهینه مسئله Έی به را ͳتنیدگ درهم محاسبه مسئله ͳازنظرمحاسبات ͳول کند ͳم مسیرماراروشن ͳازنظرمفهوم اگرچه تعریف این

است. صحیح ابعاد درهمه تعریف این که کنیم یادآوری باید دراینجا بسیاردشواراست. نباشد اگرغیرمم΋ن آن حل که کند ͳم تبدیل پارامتر

شده داده نشان اخیر درسالهای ؟ یافت ͳتنیدگ درهم برای ای وفشرده بسته رابطه ساده حالات از ͳدربعض توان ͳم آیا که است این سوال حال

پیداکرد. ͳتنیدگ درهم برای ای بسته رابطه توان ͳم پیوسته) های (حالت نهایت بی دربعد و ٢ دربعد ͳیعن متضاد و مشخص دوبعد در که است

Entanglement of Formation (EoF)١٨
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